Algebra liniowa II. Lista 1

Zadanie 1. Udowodni¢, ze jedli B = [b;;] jest macierza gornotréjkatna o
rozmiarze mxm, to jej wyznacznik jest rowny iloczynowi elementow lezacych
na gléwnej przekatne;:

det B = b11b22 s bmm

Zadanie 2. Udowodnié¢, ze réwnanie charakterystyczne det(xl — B) = 0
macierzy B z poprzedniego zadania ma pierwiastki b1y, ..., bym.

Zadanie 3. Oblicz iloczyn macierzy
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Zadanie 4. Wykaz , ze zbiér R? jest grupa z dzialaniem:
(z,y,2) ® (u,v,w) = (x+u,y + v,z +w+ xv).
Wyznacz centrum tej grupy. Wykaz, ze grupa ta jest nieprzemienna.

Zadanie 5. Wykazac¢, ze wyznacznik macierzy

0 1 ... 0 0 ... 0 0 00
10 ... 0 0 ... 0 0 00
0 0 0 k 0 0 0
A_| 00 —k Q . Q 0 0 '
0 0 0 0 . 0 n-1 0 0
0 0 0 0 ... —(n—=1) 0 00
0 0 0 0 . 0 0 0 n
0 0 0 0 0 0 -n 0]

jest réwny (n!)2.

Zadanie 6. Wykazaé, ze réwnanie

D 1 1
1 1 -1|=0
1 -1 P

ma jedynie dwa rozwiazania: —1, 3.



Zadanie 7. Okresli¢ liczbe rozwiazan uktadu réwnan liniowych

pr + y + =z =1
r + y — zZ =p
r — vy + pzr =1
w zalezno$ci od wartosci parametru p.
. L. L . . 3 4
Zadanie 8. Wykazaé, ze 11 —1 sg wartosciami wlasnymi macierzy A = 9 _3 |

Sprawdzié, ze wektory f; = [ _? ], fo= [ _1 ] sa wektorami wlasnymi

macierzy A.

Zadanie 9. Okredlmy macierz F = [f;, f5]. Sprawdzié, ze F~! = _1 _; 1

1 0
—1 _
oraz F AF—[O _1].

Zadanie 10. Wyznaczy¢ macierz A2013,

Zadanie 11. Dano dwie liczby rzeczywiste a i b oraz ciag (ap,: n =1,2,...).

Okreslmy macierze My, € M(,41)x(nt1), » = 1,2,..., W nastepujacy sposob:
a 0 -+ 0 |lo
0 a ce 0 (6%
M, = . . . .
0O 0 - a |ap
a1 oo - oan | b

Niech d,, = det M,,. Wykazaé, ze jedli dodatkowo przyja¢ dy = b, to dla
n > 1 zachodzi nastepujacy zwiazek rekurencyjny

d, = adp_1 — aia”fl.
Zadanie 12. Wykazaé, ze d,, = a™b— (a2 + -+ a2)a" 1, dlan > 1.

Zadanie 13. Wykazaé, ze warto$ciami wlasnymi macierzy M, sa a z krot-

a+b++/(a—b)?+4u2
2

noécia nie mniejsza niz n — 1 oraz , gdzie u?2 =

a3 4+ a2



Zadanie 14. Wykazaé, ze jesli a jest pierwiastkiem krotnosci n—1, to zbiér
V, rozwiazan réwnania M,r = ax wyraza sie nastepujaco:

Vo=A{z=(21,...,2p41): 121 + -+ + apxy, = 0, z,41 = 0}.

Zadanie 15. Wykaza¢ wzér Vandermonde’a

1 1 1 ... 1

ayp a3y az ... Qap n

CL% a% a% et a%L = H (ak — al).
: : k,l=0

ag a ay a, k>1

Wskazowka: Pomnéz przedostatni (n-ty) wiersz przez a, i odejmij od
ostatniego (Dlaczego wolno tak zrobié¢?), nastepnie pomnéz trzeci od kon-
ca przez a, i odejmij od przedostatniego i tak dalej, az w koncu pierwszy
wiersz pomnozony przez a, odejmij od drugiego. Uprosé wyrazenie i zastosuj
indukcje. Jesli nie potrafisz, to wykaz prawdziwosé wzoru dla n = 2.

Zadanie 16. Dla ¢ € R, niech T,: Z3(R) — Z2(R), gdzie P2(R) jest
przestrzenia wielomianéw stopnia co najwyzej dwa o wspdtczynnikach rze-
czywistych, bedzie okreslone wzorem T, (w)(x) = w(z—a). Wyznacz macierz
A odwzorowania liniowego T, w bazach (f,f), gdzie f = (1, x,2?). Oblicz jej
wyznacznik.

Zadanie 17. Wykazaé, ze jesli macierz A € My, x,,(C) jest antysymetryczna
oraz n jest liczba nieparzysta to det(A) = 0. Wskaza¢ przyklad, ze tak nie
musi by¢ w przypadku, gdy n jest parzysta.

Zadanie 18. Wykazaé, ze u; = 0, up = —iv/3, u3 = i1/3 sa pierwiastkami
réwnania

U 1 1
-1 u 1]=0.
-1 -1 u
-1 1
Zadanie 19. Sprawdzi¢, ze wektory f; = 1], fo = 1_12‘/5 ,
-1 —1-iv/3
2
1 0 11
fa= 1+‘2*/§ sa wektorami wlasnymi macierzy A= | -1 0 1
—H;x/ﬁ -1 -1 0



Zadanie 20. Niech A, B oraz 7, § bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi
i niech v # §. Wykazaé, ze

1 1] 1 5 -1
vy o] d—v| -y 1]

Rozwigzaé ponadto réwnanie wektorowe
Al . 1 + 1
B | v Ils

Zadanie 21. Udowodnié, ze macierz rzeczywista M = [

o niewiadomych x, y.

0 1
p
rézne rzeczywiste wartosci wlasne A; i Ay wtedy i tylko wtedy, gdy 5% > —4a.
Wykazaé, ze w takiej sytuacji wektory (1,\1) oraz (1, \2) sa wektorami
wlasnymi macierzy M odpowiadajacymi wartosciom wlasnym A; i Ao.

] ma dwie

Zadanie 22. Okreslmy ciag (a,)52, indukcyjnie:
ag = A, a1 = B, apy1 = Qap-1 + Bap, nz 1

Sprawdzié, ze

M[a"1]:[an ], oraz M"[GO]:[CL” 17 dlan > 1,
A, Ap+1 aq An+1

gdzie M jest macierza okre$lona w poprzednim zadaniu. Wyznaczyé¢ wzor
na a, przy zalozeniu, ze A = 1 oraz B = A1, gdzie A\ jest wartodcig wlasng
macierzy M.

Zadanie 23. Niech V =lin{e”, ze”,..., 2" e”}. Uzasadnié¢, ze wymiar prze-
strzeni V jest réwny n + 1. Wykazaé, ze odwzorowanie D okreslone na V
wzorem D(f) = f' jest endomorfizmem przestrzeni liniowej V.

Zadanie 24. Wykazaé, ze wyznacznik det D odwzorowania D jest réwny 1.
(Wskazéwka: Wyznacz macierz odwzorowania D wzgledem bazy e, xz e, ... z"e".)

Zadanie 25. Dano macierz

D[ =00 | =

A=

DO DO | 0| —
N[00 00| =



Sprawdzié, ze macierz do niej odwrotna ma postaé

11 0
A7l = 01 -1
-1 0 1

Znalez¢ wyznaczniki tak A jak i A71.

Zadanie 26. Sprawdzié, ze u = (1,1, —1) jest wektorem wlasnym macierzy
A~ 7 poprzedniego zadania.

Zadanie 27. Ciag wektoréw pg,p;,...,P,, ... jest zadany indukcyjnie:
Py = u, Apyiy =P, k=0,1,2,...

gdzie A jest jak w zadaniu 25. Znajdz wzor na wyraz ogdlny p,, tego ciagu.

Zadanie 28. Zalézmy, ze liczby a, b, ¢, d spelniajg zwiazki

asinz +bcoszx = 0,
csinx +dcosx = 0,

dla pewnej liczby x. Wykazaé, ze ad — bc = 0

Zadanie 29. Niech v(z) oraz w(z) beda wielomianami. Udowodnié, ze jesli
przynajmniej jeden z tych wielomianéw jest niezerowy, to funkcja v(z) sin x+
w(x) cos x jest niezerowa.



